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Capitolo 2
Serie di funzioni
Esercizi
1) Studiare la convergenza, puntuale e uniforme, per x ∈R , della serie di funzioni
∞∑
n=0
exp
 
nx −pn+ 1
n3+ 2n
2) Studiare la convergenza, puntuale e uniforme, per x ∈R , della serie di funzioni
∞∑
n=0
x2+ 2n
x2n4+ 1
3) Studiare la convergenza, puntuale e uniforme, per x ∈R , della serie di funzioni
∞∑
n=0
(−1)npn
3n
(x2 − 2x − 2)n
4) Studiare la convergenza, puntuale e uniforme, per x ∈R∗ , della serie di funzioni
∞∑
n=1
(−1)n exp(nx)
2nx
5) Studiare la convergenza, puntuale e uniforme, per x ∈R , della serie di funzioni
∞∑
n=1
x2+ 2
x2+ n2
6) Studiare la convergenza, puntuale e uniforme, per x ∈R∗ , della serie di funzioni
∞∑
n=1
sin
1
n2
3n + 2

x + 4
x2
n
24
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7) Studiare la convergenza, puntuale e uniforme, delle seguenti serie di funzioni, con x
appartenente all’insieme indicato:
a.
∞∑
n=0
arctan
1p
n+ 2
(x + 2)n x ∈R
b.
∞∑
n=0
nn + 2n
nn + 4n
(x2 − 8x + 16)n x ∈R
c.
∞∑
n=1
(n+ 4)!

e2x − 2e
n
n
x ∈R
d.
∞∑
n=0

exp

n2+ 1
2n

− 1

(x2 + 4x + 2)n+2
x ∈R
e.
∞∑
n=0
n+ 1
2n3+ 1
arctan
 
(x2 − 1)n x ∈R
f.
∞∑
n=0
n+ 1
2n3+ 1
 
arctan(x2 − 1)n x ∈R
g.
∞∑
n=0
arctan(3n) (2x3 − 2x2 − 2x + 1)n
x ∈R
h.
∞∑
n=1
(x2 − 7x + 6)n
n26n+2
x ∈R
i.
∞∑
n=1
n4/n
4n n1/4
(e2x − 2)n x ∈R
j.
∞∑
n=1

xn +
1
n
1/x
x ∈R+
k.
∞∑
n=0
n3x
(3x)n + n3x
x ∈R+
l.
∞∑
n=0

x + 1
x + n
n
x ∈R+
m.
∞∑
n=1

3
x + 1
n 1
3n− 2 x ∈R
+
n.
∞∑
n=0
1
(x + n)2+ 1
x ∈R+
o.
∞∑
n=0
 
e3n − 4exp n
4x

n2+ 1
x ∈R∗
p.
∞∑
n=1

n+ 1
4nx
n  
x2+ 1
n
x ∈R∗
q.
∞∑
n=1
x2+ 2
n|x|+ n2 x ∈R
r.
∞∑
n=1

1+
x
n
−n2x
x ∈R∗
Capitolo 2. Serie di funzioni 26
Soluzioni e risultati
1) Il termine n -simo delle serie può essere scritto nella forma
exp
 −pn+ 1
n3+ 2n
(e x )n ,
quindi se si pone y = e x la serie si trasforma nella serie di potenze
∞∑
n=0
exp
 −pn+ 1
n3+ 2n
yn .
Calcoliamo il raggio di convergenza di questa serie di potenze mediante il teorema di
Cauchy-Hadamard.
lim
n→+∞
n
√√√√exp
 −pn+ 1
n3+ 2n
= limn→+∞
exp
−pn+ 1
n

(n3+ 2n)1/n
= lim
n→+∞
exp

− 1p
n
+
1
n

2

n3
2n
+ 1
1/n = 12 ;
Quindi il raggio di convergenza della serie di potenze è 2 . Pertanto la serie converge per
y ∈ ]−2,2[ , non converge se |y| > 2 e converge uniformemente in ogni intervallo [−δ,δ]
con 0<δ < 2 .
Rimane da studiare le convergenza per y = ±2 , ma y = e x > 0 , quindi è sufficiente
studiare la convergenza per y = 2 . Per tale valore di y la serie è a termini positivi e il termine
n -simo della serie è
exp
 −pn+ 1)
n3+ 2n
2n =
exp
 −pn+ 1)
n3
2n
+ 1
∼ exp −pn+ 1) = e
e
p
n
.
Confrontiamo questa quantità con il termine n -simo della serie armonica generalizzata; qua-
lunque sia α ∈ R+ è limn→+∞ nα/e
p
n = 0 quindi, scegliendo ad esempio α = 2 , per n suf-
ficientemente grande si ha e/e
p
n ≤ n−2 , dunque la serie si maggiora con una serie armonica
di esponente 2 e quindi è convergente.
Possiamo quindi concludere che per y ∈ ]0,2] si ha convergenza, mentre per y ∈ ]2,+∞[
la serie non converge.
Poiché si ha e x ∈ ]0,2] se e solo se x ∈ ]−∞, log2] la serie converge se e solo se
x ∈ ]−∞, log2] .
Inoltre, dalla convergenza uniforme per e x ∈ [−δ,δ] (per ogni δ < 2 ), segue che la serie
converge uniformemente in ogni intervallo ]−∞,η] con η < log 2 .
2) Qualunque sia x ∈R la serie è a termini non negativi.
Se x = 0 allora il termine n -simo della serie è 2n che non tende a 0 e quindi la serie non
converge.
Se x 6= 0 allora il termine n -simo della serie, per n → +∞ , è equivalente a 2n/(x2n4)
cioè 2/(x2n3) , quindi la serie si comporta come la serie armonica generalizzata di esponente 3
che è convergente, pertanto la serie data è convergente.
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Per studiare la convergenza uniforme studiamo il comportamento del termine n -simo
della serie al variare di x nell’insieme di convergenza della serie. Evidentemente ciascuna delle
funzioni fn(x) = (x
2+2n)/(x2n4+1) è pari e quindi è sufficiente studiare il comportamento
per x > 0 . Le fn sono derivabili con derivata
f ′n (x) =
2x(x2n4+ 1)− 2xn4(x2+ 2n)
(x2n4+ 1)2
=
2x(1− 2n5)
(x2n4+ 1)2
.
Qualunque sia n ∈ N∗ , si ha, ∀x ∈ [0,+∞[ , f ′n (x) ≤ 0 , pertanto fn è decrescente in tale
insieme. Poiché fn è a valori non negativi ed è pari, si ha
sup
x∈R∗
| fn(x)|= sup
x∈R∗
fn(x) = sup
x∈R+
fn(x) = fn(0) = 2n .
Poiché la serie
∑+∞
n=0 2n è divergente, la serie studiata non è totalmente convergente in R
∗ .
Visto che il termine n -simo della serie si avvicina al suo estremo superiore quando x si
avvicina a 0 , per cercare insiemi di convergenza uniforme è opportuno studiare il compor-
tamento della serie in intervalli che non abbiano 0 come punto di accumulazione. Conside-
riamo quindi, per δ ∈ R+ l’insieme [δ,+∞[ . Poiché fn è decrescente in R+ , se x ≥ δ ,
allora fn(x) ≤ fn(δ) , pertanto max[δ,+∞[ fn(x) = fn(δ) . Abbiamo dimostrato che la serie
converge per x = δ e quindi la serie
∑∞
n=0 fn(x) è totalmente convergente in [δ,+∞[ e
quindi è anche uniformemente convergente in tale insieme; per simmetria ciò è vero anche
sull’insieme ]−∞,−δ]∪ [δ,+∞[ .
Possiamo quindi concludere che la serie studiata è convergente se solo se x ∈ R∗ e,
qualunque sia δ ∈R+ , converge uniformemente in ]−∞,−δ]∪ [δ,+∞[ .
3) Ponendo y = x2 − 2x − 2 , la serie si trasforma nella serie di potenze
∞∑
n=0
(−1)npn
3n
yn .
Calcoliamone il raggio di convergenza. Indicando con an l’ n -simo coefficiente della serie
di potenze, risulta
|an+1|
|an|
=
p
n+ 1
3n+1p
n
3n
=
p
n+ 1
3
p
n
−−−→
n→+∞
1
3
.
Quindi il raggio di convergenza della serie è 3 . Pertanto la serie converge se y ∈ ]−3,3[ ,
non converge se y /∈ [−3,3] . Inoltre converge uniformemente in ogni intervallo [−δ,δ] , se
0<δ < 3 .
Studiamo la serie negli estremi dell’intervallo di convergenza. Per y = 3 otteniamo la
serie
∑∞
n=0 (−1)n
p
n , mentre per y = −3 otteniamo la serie ∑∞n=0 pn . In entrambi i casi
il termine n -simo non tende a 0 , quindi la serie non converge.
Pertanto la serie da studiare converge se e solo se x2−2x−2 ∈ ]−3,3[ , cioè se e solo se x
è soluzione del sistema ¨
x2 − 2x − 2>−3 ,
x2 − 2x − 2< 3 ,
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cioè ¨
x2 − 2x + 1> 0 ,
x2 − 2x − 5< 0 .
Poiché x2 − 2x + 1 = (x − 1)2 la prima disequazione è verificata per x 6= 1 . Il trinomio
x2 − 2x − 5 si annulla per
x = 1±p12+ 5= 1±
p
6 .
Pertanto l’insieme delle soluzioni del sistema è

1−p6,1

∪

1,1+
p
6

.
Quindi si ha convergenza puntuale se e solo se x ∈

1−p6,1

∪

1,1+
p
6

.
Poiché la funzione x 7→ x2− 2x− 2 è continua in R , l’immagine mediante tale funzione
di ogni chiuso contenuto in

1−p6,1

∪

1,1+
p
6

è un compatto. Inoltre, per quanto
già visto, tale immagine è contenuta in ]−3,3[ , quindi esiste δ ∈ ]0,3[ tale che [−δ,δ]
contiene tale immagine. Poiché la serie in y converge uniformemente su tale insieme, la serie
data converge uniformemente in ogni chiuso contenuto nell’insieme di convergenza puntuale.
4) Il termine n -simo della serie può essere scritto nella forma
1
x
(−1)n
2n
(e x )n ,
quindi si ha convergenza se e solo se converge la serie
∞∑
n=1
(−1)n
2n
(e x )n .
Ponendo y = e x tale serie si trasforma nella serie di potenze
∞∑
n=1
(−1)n
2n
yn ,
da studiare per y positivo (visto che un esponenziale assume sempre valori positivi).
Cerchiamo anzitutto il raggio di convergenza di tale serie. Si ha
lim
n→+∞
n
√√√ (−1)n2n
= limn→+∞ 1np2n = 1 ,
perciò, per il teorema di CauchyHadamard, essa ha raggio di convergenza 1 . Quindi converge
per y ∈ ]0,1[ , non converge per y ∈ ]1,+∞[ e converge uniformemente in ogni intervallo
]0,δ] con δ < 1 .
Per y = 1 la serie diventa
∑∞
n=1 (−1)n/(2n) che è convergente per il criterio di Leibniz.
La serie
∞∑
n=1
(−1)n
2n
(e x )n
converge quindi se e solo se e x ≤ 1 , cioè per x ∈ ]−∞, 0] e converge uniformemente in ogni
intervallo ]−∞, 0] , con δ < 0 . La serie studiata converge quindi se e solo se x ∈R− .
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Poiché la funzione x 7→ 1/x è limitata in ]−∞,δ] , con δ < 0 , dalla convergenza uni-
forme in tale insieme della serie
∑∞
n=1 (−1)n(e x )n/(2n) segue la convergenza uniforme della
serie da studiare.
Pertanto la serie converge se e solo se x ∈ R− e la convergenza è uniforme in ogni
intervallo ]−∞,δ] , con δ < 0 .
5) Qualunque sia x ∈R la serie è a termini positivi e, ∀n ∈N∗ , si ha
x2+ 2
x2+ n2
≤ x
2+ 2
n2
.
Pertanto la serie è maggiorata da una serie armonica generalizzata di esponente 2 , quindi, per
il criterio del confronto, è convergente.
Qualunque sia n ∈N∗ , si ha
lim
x→±∞
x2+ 2
x2+ n2
= 1 ,
pertanto sup{ (x2+ 2)/(n|x|+ n2) | x ∈ R} ≥ 1 . Quindi non è verificata la condizione che
il termine n -simo converga uniformemente a 0 , necessaria per la convergenza uniforme.
Pertanto la serie non converge uniformemente in R .
Indicato con fn il termine n -simo della serie di funzioni, risulta
f ′n (x) =
2x(x2+ n2)− 2x(x2+ 2)
(x2+ n2)2
=
2x(n2 − 2)
(x2+ n2)2
.
Pertanto se n ≥ 2 è f ′n (x) ≥ 0 per x ∈ [0,+∞[ , quindi fn è crescente in [0,+∞[ ; qua-
lunque sia δ ∈ R+ , si ha quindi sup{ fn(x) | x ∈ [0,δ]} = fn(δ) . Poiché fn è pari ri-
sulta anche sup{ fn(x) | x ∈ [−δ,δ]} = fn(δ) . Siccome la serie di funzioni converge per
x = δ , essa converge totalmente in [−δ,δ] , quindi, per il criterio di Weierstrass, converge
uniformemente.
Quindi la serie converge ∀x ∈R e ∀δ ∈R+ converge uniformemente in [−δ,δ] .
6) Posto y = (x + 4)/x2 , la serie diventa le serie di potenze
∞∑
n=1
sin
1
n2
3n + 2
yn .
Calcoliamo il raggio di convergenza. Indichiamo con an il coefficiente di y
n . Poiché
∀n ∈N∗ risulta 1/n2 <pi , si ha sin(1/n2)> 0 , quindi an > 0 . Per n →+∞ , tenuto conto
che sin(1/n2)∼ 1/n2 , risulta
an+1
an
=
sin
1
(n+ 1)2
3n+1+ 2
3n + 2
sin
1
n2
∼
1
(n+ 1)2
3n+1
3n
1
n2
=
n2
(n+ 1)2
3
−−−→
n→+∞
1
3
.
Pertanto il raggio di convergenza è 3 .
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Studiamo la convergenza della serie per y = 3 e y = −3 . Per y = 3 il termine n -simo
della serie è
sin
1
n2
3n + 2
3n ∼ 3
n
n2(3n + 2)
∼ 1
n2
.
Poiché la serie armonica generalizzata di esponente 2 converge, per il criterio del confronto
asintotico anche la serie data converge. Se y =−3 il valore assoluto del termine n -simo della
serie coincide con il termine per y = 3 , pertanto la serie converge assolutamente.
Poiché, ∀y ∈ [−3,3] , si ha

sin
1
n2
3n + 2
yn

=
sin
1
n2
3n+ 2
|y|n ≤
sin
1
n2
3n + 2
3n ,
indicato con fn il termine n -simo della serie, risulta supy∈[−3,3] | fn(y)| = fn(3) . Abbiamo
dimostrato che
∑+∞
n=1 fn(3) converge, quindi la serie converge totalmente in [−3,3] , quindi,
per il criterio di Weierstrass, converge anche uniformemente.
Si ha (x + 4)/x2 ∈ [−3,3] se e solo se −3x2 ≤ (x + 4) ≤ 3x2 , cioè x è soluzione del
sistema ¨
3x2+ x + 4≥ 0 ,
3x2 − x − 4≤ 0 .
Il trinomio 3x2 + x + 4 ha discriminante negativo, quindi è sempre positivo. Il trinomio
3x2 − x − 4 si annulla per
x =
1±p1− 4 · 3 · 4
6
=
1± 7
6
=


4
3
,
−1 .
Pertanto il sistema è verificato per x ∈ ]−∞,−1]∪ [4/3,+∞[ .
Possiamo quindi concludere che la serie converge se e solo se x ∈ ]−∞,−1]∪ [4/3,+∞[
e in tale insieme la convergenza è uniforme.
7)
a. Converge se e solo se x ∈ [−3,−1[ e converge uniformemente in ogni intervallo chiuso
incluso in ]−3,−1[ .
b. Converge se e solo se x ∈ ]3,5[ e converge uniformemente in ogni intervallo chiuso
contenuto in tale insieme.
c. Converge se e solo se x ∈

1
2
,
log 3+ 1
2

e converge uniformemente in ogni intervallo
chiuso contenuto in tale insieme.
d. Converge se e solo se x ∈ ]−4,0[ \ {−2} e converge uniformemente in ogni intervallo
chiuso contenuto in tale insieme.
e. Converge ∀x ∈R e la convergenza è uniforme.
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f. Converge ∀x ∈

−
È
1+
pi
4
,−
È
1− pi
4

∪
È
1− pi
4
,
È
1+
pi
4

e in tale insieme la con-
vergenza è uniforme.
g. Converge se e solo se x ∈

−1, 1−
p
5
2

∪

0,
1+
p
5
2

\ {1} e converge uniformemente
in ogni intervallo chiuso contenuto in tale insieme.
h. Converge se e solo se x ∈ [0,3]∪ [4,7] e in tale insieme la convergenza è uniforme.
i. Converge se e solo se x ∈

−∞, log
p
6

e, ∀δ ∈

−∞, log
p
6

, converge uniformemente
in ]−∞,δ] .
j. Converge se e solo se x ∈ ]0,1[ e, ∀δ ∈ ]0,1[ , converge uniformemente in ]0,δ] .
k. Converge se e solo se x ∈

1
3
,+∞

e, ∀δ > 1
3
, converge uniformemente in [δ,+∞[ .
l. Converge per ogni x ∈R+ e, ∀δ ∈R+ converge uniformemente in ]0,δ] .
m. Converge se e solo se x ∈ ]2,+∞[ e converge uniformemente in ogni intervallo chiuso
contenuto in tale insieme.
n. Converge puntualmente e uniformemente in R+ .
o. Converge se e solo se x ∈ [−1/12,0[ e in tale insieme la convergenza è uniforme.
p. Converge se e solo se x ∈

−2−p5,−2+p5

∪

2−p5,2+p5

e la convergenza è
uniforme in ogni intervallo chiuso contenuto in tale insieme.
q. Converge ∀x ∈R e ∀δ ∈R+ converge uniformemente in [−δ,δ] .
r. Converge ∀x ∈R+ e ∀δ ∈R+ converge uniformemente in [δ,+∞[ .
